Einfache Moduln über gewissen Banachschen Algebren: ein Imprimitivitätssatz by Poguntke, Detlev
Math. Ann. 259, 245-258 (1982) 
Malmnal am 
Annam 
9 Springer-Verlag 1982 
Einfache Moduln fiber gewissen Banachschen Algebren: 
Ein Imprimitivitiitssatz 
Detlev Poguntke 
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Dieser Artikel enth~ilt im wesentlichen eine Verallgemeinerung des Hauptergeb- 
nisses in meiner Arbeit [5] und einige Anwendungen derselben auf die Frage nach 
der Symmetrie gewisser Banachscher Algebren. Zun~ichst sei dargelegt, welche 
Klasse von Algebren wir untersuchen wollen. Dabei fixieren wit auch die 
Bezeichnungen ftir den ganzen Artikel. 
Es seien stets G eine lokalkompakte Gruppe, H ein diskreter Normalteiler in G, A 
eine involutive Banachsche Algebra mit isometrischer Involution a~a* und U eine 
kommutative, involutive, regul~ire, symmetrische, halbeinfache Banachsche Algebra 
mit isometrischer Involution u~u*. Die Gruppe G operiere stark stetig durch 
isometrische .-Isomorphismen auf A und U, wir schreiben hierFtir (x, a)--*a x bzw. 
(x, u)~u ~. G operiert dann auch aufdem Gelfandschen Raum U von U, (tZ) (u) = X(u t) 
fiir te G, ue U und Ze U. Wir w~ihlen ein fiir allemal fest ein Ze U. Es sei H der 
Stabilisator von )~; mit x~2 bezeichnen wir den Quotientenhomomorphismus 
G---,G/H. Die Abbildung i--*t)~ von G/H in/)  sei ein Homtiomorphismus. Man kann 
also U mit G/H identifizieren, wir schreiben daher fi(i):= (tZ)(u)=)C(ut), d.h., wir 
betrachten die Gelfand-Transformierten als Funktionen aufG/H. Weiter m6ge U die 
beiden folgenden Voraussetzungen rftillen : 
(i) Uk:={Ue U: ti hat einen kompakten Tr~iger} liegt dicht in U. 
(ii) Zu jeder Einsumgebung Z in G/H gibt es eine stetige Funktion f :  G~ U mit 
f(zF(2) = fi()?~) ftir alle x, z~ G [wobei a := f(e)], a =t=0 und Trg(~)C Z. 
Man kann also ,,geniigend viele" Funktionen in U auch Rechtstranslationen 
unterwerfen. 
Weiter sei eine U-Modulstruktur auf A gegeben, welche mit all den anderen 
Strukturen vertr/iglich sei, d.h.,es gelte 
Iluall < Ilull Ilall, u(ab)=(ua)b=a(ub), 
(ua)* =u'a* ,  (ua)~=u~a  
fiir ue U, a, bEA, xsG. Schliel31ich sei vorausgesetzt, dab UA dicht in A liegt. 
Wir k6nnen nun die Leptinschen Algebren B:=L~(G,A), L:=L~(H,A), 
D:=LX(G,U) sowie L':=LI(H,A ') mit A':=A/(KernzA)- (man beachte, daB 
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Kern xA ein H-stabiles Ideal in A ist) bilden, wobei das Produkt, etwa in B, durch 
(f ,g) (x) = ~ f(xy) y- 'g(y- 1)dy 
G 
gegeben ist; dy ist dabei ein linkes Haarsches MaB auf G. B wird durch 
f*(x) : = A(x)- i f (x -  1),x (A = Modularfunktion yon G) zu einer involutiven Algebra. 
Analog sind auch L, D, A' und L' involutive Algebren. 
Es ist das Hauptergebnis dieses Artikels, dab die einfachen B-Moduln E in 
gewissem Sinne von einfachen L'-Moduln M ,,induziert" sind oder, genauer, dab es 
eine B-lineare Einbettung von E in den B-Modul L2(G, M) gibt, wobei L2(G, M) der 
gew6hnlichen,,unit~iren Induktion" nachgebildet is . Dem Beweis dieses Ergebnisses 
schicken wir zwei Hilfss~itze voraus. Der Artikel wir beendet mit Anwendungen auf 
die Frage nach der Symmetrie gewisser Banachscher Algebren. 
Wir w~ihlen un lest eine relativ kompakte offene symmetrische Umgebung W 
von e in G mit W 6 nH = (e) und weiter ein Element ue U derart, dab der Tr~iger Trg(fi) 
in I)r liegt und t~ in einer Umgebung von ~ gleich einer von Null verschiedenen 
Konstanten c ist. Dazu bilden wir die stetige Funktion ~:G--*~, definiert durch 
~(x) = {~(• x~W 
sonst, 
und setzen weiter voraus, dab ~ [fi(t- 1)[2dt = 1 ist. Schliel31ich definieren wir p:G~ U 
durch 
P(X)= {O(X)- l/2UxU*' x~ W2sonst. 
Mit den eingef'tihrten Bezeichnungen gelten die beiden folgenden Hilfss~itze: 
Hilfssatz 1. p ist ein hermitesches Idempotent in D, und D*p*D liegt dicht in D. 
Hilfssatz 2. B ist in kanonischer Weise ein Bimodul fiber D und L. Welter kann man 
Funktionen aus L mit Funktionen aus D falten (und erhMt Funktionen in B). Fiir all 
diese Operationen verwenden wit ebenfalls den Faltungsstern. In diesem Sinne gilt: 
p*B*p c=L,p c__ B. 
Beweis yon Hilfssatz 1. Offensichtlich liegt p in D = L 1 (G, U), und es gilt p = p*. Um die 
Gleichung p= p*p nachzuweisen, bilden wir mit Hilfe der Gelfand-Transformation D 
injektiv in L I(G, Coo(G/H)) ab, d. h. wir setzen d(x) : = d(xy fiir de D, x e G, d ~ d ist ein 
*-Morphismus, wenn man die Multiplikation in LI(G, Coo(G/H)) durch 
erkl~irt. 
Speziell ist 
(f,g) (x, ~)= I f(xy, j~- l~)g(y- 1, z)dy 
G 
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Mit Hilfe der Funktion fi kann man in geschlossener Form schreiben 
b(x, ~) = A(x)- 1/2 ~ fi(xzh)~(zh)dh, 
H 
wobei Integration fiber die diskrete Gruppe H natfirlich einfach Summation 
bedeutet. Nun kann man ausrechnen: 
(~9.~) (x, ~)= ~ ~ ~ A(x)- 1/2fi(xzh)~(y- l zh)fi(y- a zk)~(zk)dy d h d k . 
GHH 
Da ~(y-lzh)fi(y-izk)=0 ist ffir h 4 = k, ergibt sich 
(P'P) (x, ~)= A(x)- 1/1 ~dh ft(x, zh)~(zh) I dylfi(y- lzh)l z 
H G 
= A(x)- 1/2 ~dh fi(xzh)~(zh) =/3(x, s
H 
Beim Beweis der Dichtheit von D*p*D verwenden wir ~ihnliche Methoden wie beim 
Beweis des analogen, aber etwas chw~icheren Satzes in [4]. Zun/ichst wiihlen wir eine 
offene relativ kompakte.symmetrische Einsumgebung X in G mit .~5 ____ W und der 
Eigenschaft, dab fi auf) ;  5 konstant ist, also gleich c. Mit E sei der AbschluB des 
zweiseitigen Ideals D,p,D in D bezeichnet. Offensichtlich genfigt es zu zeigen, dab ffir 
jede stetige Funktion q~ auf G mit kompaktem Tr~iger undjedes qs U k die Funktion 9, 
definiert durch O(x) = q~(x)q, inE liegt. Da ftir jedes s e G mit f e E auch die Funktionen 
x ~ f(xs-  1)s und x ~f (s -  ix) in E liegen, zeigen Standard-Argumente fiber regulare 
Banachsche Algebren (Zerlegung der Eins!), dab wir ohne Beschr~inkung der 
Allgemeinheit annehmen dfirfen, dab der Trager von ~o inX und der Tr~iger yon ~ inX 
liegt. Sei nun e > 0 gegeben. Wir w~ihlen eine symmetrische offene Einsumgebung Yin 
G mit 
Y Trg(tp) Yc=X 
und 
IA(zt)l/2~o(zxt)- ~0(x)[ < e ffir alle xe G und alle z, t~ 1 ? . 
Wegen der geforderten Eigenschaft (ii) von U gibt es eine stetige Funktion z--, a z von G 
in U mit fiz(• fi(2~) (a:= ae), fi >0, ~. a(i)d= 1 und Yrg(~)= Y. 
G 
Wir setzen nun 
f :=  I dt I dzA(z-lt)~/2~o(z-~t)(a~o(atq)*)eLl(G, U), 
X 2 X 3 
wobei ftir t,z~X 3 das Element azo(atq)*eLl(G, U) erkl~irt ist durch 
[a,o(a,q)*](s)= {0 (s)-'/2a:atq' S~sonst. W2 
Und wir behaupten, dab f in E liegt und eine,,gute Approximation" t'fir das vorgelegte 
g ist. Zun~ichst zeigen wir, dab f(x)= ~p(x)q mit 
~p(x) = ~ ~ dtdzA(z- 't)l/2cp(z - 'xt)a(~)a(i). 
YY  
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Dazu bilden wir f, 
f(s, 9)= I dt I dzA(z- lt)l/2q~(z- lt)A(s)- 1/2fi(@~)h(~i)O(9 ) 
X 2 X 3 
ftir seW 2, sonst ist f=0.  
Durch Obergang zu den Variablen z' = syz, t' = yt (wobei ein Repr~isentant y fiir 9 
in X gew~ihlt wird) erh/ilt man 
f(s,9) = ~ dt ~ dzA(z-at)l/Zqg(z-lst)f(~)fi(i)~(9) 
yX 2 syX 3 
fiir sew 2, yeX;  sonst ist f=0.  
Da ~([) for teyX2\y  verschwindet, brauchen wir nur fiber Yc~yX2= Y zu 
integrieren. Ebenso brauchen wir die Variable z nur tiber Y~syS 3 zu  integrieren. 
Diese Integration kSnnen wir ersetzen durch eine Integration tiber Y; denn ist zs Y, 
aber nicht in syX a, also auch nicht in sX 2, so liegt z-  ~st fiir te Yc=X nicht in X, was 
bedeutet, dab q~(z- ~st)= 0 ist. Gem~il3 der Definition von ~ finden wir damit f(s, Y) 
= gl(9)qJ(s) ffir se  W 2, 9EX und f(x, Y) = 0, falls sr 2 oder 9r Betrachten wir nun 
die Transformierte d r Funktion x~lp(x)q, so stimmt diese nattirlich ftir ss W 2 und 
9eX mit f tiberein, aber dies gilt auch ffir die tibrigen Stellen, da 0(9) = 0 ftir 9r und 
tp(s) = 0 for s r  2 (sogar ftir seX). Damit ist die Gleichung f(x) = ~p(x)q bewiesen. Als 
n~ichstes zeigen wir, dab g durch f approximiert wird. Es gilt: 
IIg- fll o = I Ilg(x)- f(x)tl vdx = j ko(x)- ~(x)l II qll vdx 
G G 
= llq I] v S I cp(x)- ~p(x)ldx. 
X 
Da I a(i)dt = 1,  gilt 
Y 
und daher 
also 
~o(x) = ~ I dtdzfi(i)fi(i)~o(x) 
Yu 
q~(x)- ~p(x)= ~ I dtdza(i)a(~) {~o(x)- A(z- 't) 1/2 q~(z- 'xt)} , 
YY  
ka(x)-~p(x)l < ~ I dtdza(i)~(DE = e. 
vr 
SchlieBlich finden wir Ilg-flLDNeLIqlLvlXI, wobei lXl das Haarsche MaB yon X 
bezeichnet. - Als letztes mfissen wir noch zeigen, dab f tats~ichlich in E liegt. Dazu 
gentigt es nattirlich zu zeigen, dab die oben konstruierte Funktion az o(a~q)* fiir zsX  3, 
teX  2 in E liegt. Nun ist offenbar a:,p,atq in E, und es gilt 
also 
(az*p*a,q) (s) = a~p(s)atq, 
(a ,p,a,q)(s)= { A(s)-l/za:usu*a,q' sff W 2 
sonst. 
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Wegen f i - c  in X s gilt a~uS = ca~ und u*a t =?a, also az*p,atq = IclZazo(atq) *. 
Beweis yon Hilfssatz 2. Die Wirkungen von D und L aufB sind ziemlich offensichtlich. 
Exemplarisch (und auch weil es gleich gebraucht wird) sei die Faltung einer Funktion 
opeL mit einer Funktion feD hingeschrieben. Es gilt fiir xe G: 
(q~*g) (x) = S dy q~(y)Y- "~ g(y- ix) 
/ /  
= ~ dyg(y- ax)q~(y)'-'x, 
H 
wobei das,,Produkt" aus g(z)~ U und q~(y)Z e A natfirlich die gegebene U-Modulstruk- 
tur auf A bezeichnet ; die kommutative Algebra U operiert auch von rechts auf A. 
Speziell wird dieses Faltungsprodukt nun fiir g=p berechnet. Dazu stellen wir 
zun~ichst fest, dab mit V:= W 2 ffir ein x6G gilt" Entweder ist Hx~V leer oder 
einpunktig (n~imlich genau dann, wenn xeHV= VH). Damit ergibt sich 
0 falls Hxn V = 0 
(q~*p)(x)= A(v)_l/2uVu. q~(xv_l)v, falls Hx~V={v}.  
Es sei nun ein fep*B*p vorgelegt. Wir haben ein q~eL anzugeben mit f=  ~o,p. 
Zunachst gilt f = p, f  *p, also 
f(x) = (p, f  *p)(x)= ~ ~ dydsp(xy) y- ~p(s- 1)f(y- is)S- ~" 
GG 
Durch Einftihren der neuen Variablen z = xy ergibt sich 
f(x) = ~ ~ dzdsp(z) ~- ~p(s- 1)f(z- ixs) s-' 
GG 
= ~ ~ dzdsA(zs- 1)- 1/2uS-'u,uXu*~-'~f(z- lxsy-'  
VV 
Da u*u~=0 fiir xr erkennen wir, dab f (x )=0 fiir xr Nehmen wir nun 
xE HV, etwa x = hv, an. Mit der neuen Variablen t= vs erhalten wit unter Ausnutzen 
yon u ~= uh~= U ~ die Beziehung 
f(hv) = ~ dz ~ dtd(zt- iv)- '/2ut- 'Vu*u~u*Z-'Vf(z- lht)t-~v 
V vV 
= ~ dz ~ dtA(zt- iv)-i/2ut-'~u*u~u *~- '~f(z- iht)'-'~, 
V V 
da der Integrand in vV\Vc~vV und in V\Vc~vV verschwindet. Eine einfache 
Umformung ergibt 
f(hv)= A(v)- '/2u~u* {! ! dzdt A(zt- ')- '/2u'- 'u*~- 'f(z - 'ht)'- ~} ~ 
Setzen wit nun 
@(h) : = ~ ~ dzdtA(zt- 1)- l/2u,-,u,Z- ~f(z- lht), 
VV 
so sieht man leicht, dab @ in L liegt, d. h. iiber H summierbar ist, und die zu Beginn des 
Beweises durchgefiihrte Rechnung zeigt f=  ~o,p. 
250 D. Poguntke 
Es sei nun M ein einfacher L' = L~(H, A')-Modul ; die zugeh6rige Darstellung sei 
mit 0 bezeichnet, d. h. f~ = Q(f)~ f'tir f ~ L', ~ c M. Wir wollen den davon ,,induzier ten" 
B-Modul M beschreiben. Indem man M als Quotienten von L' realisiert, sieht man, 
dab man auf M eine Norm einffihren kann, so dab M zu einem Banachschen L'- 
Modul wird, und weiter, dab man eine Darstellung Q1 von H durch Isometrien aufM 
sowie eine Darstellung Q2 von A' in M findet mit 
Q2(aX)=~Ol(X)-lQz(a)Ol(X ) ffir a6A', x6H 
und 
Q(f)~= ~ Ql(X)Q2(f(x))~dx ffir ~cM, f~L' .  
tt 
Dann sei M i der Raum aller stetigen Funktionen qo:G~M mit q)(xh) 
=Q~.(h)-~q~(x) eG, heH) und der Eigenschaft, dab ~o einen kompakten Tr~iger 
modulo H hat. Wir normieren M i durch 11~o112= ~ [l~o(x)ll2d2; dabei sei d• ein so 
G/H 
normiertes linkes Haarsches MaB auf G/H, dab die Weilsche Formel gilt. Mit 5) 
bezeichnen wir die Komplettierung yon M~ in dieser Norm. G und A operieren i  M~ 
(und dann auch in M) durch: 
(~ I(X)(~)(y) = q)(X- ly) 
und 
(~2(a)cp) (y) = Q2(Q(ar)) ~0(y), 
wobei Q :A~A' den Quotientenmorphismus bezeichnet. Es gilt dann 
O2(aX)=Ol(x)-lO2(a)~1(x) t'fir a~A, xcG. 
SchlieBlich definieren wir die ,,induzierte Darstellung" ~von B = LI(G, A) in ~/ 
durch 
O(f)q) = ~ 01(x)~2(f(x))~ ~ 
G 
Nach diesen Vorbereitungen k6nnen wir nun das Hauptergebnis formulieren. 
Satz 1. Zu jedem einfachen B-Modul E 9ibt es einen einfachen L'-Modul M und eine 
B-lineare Einbettun9 yon E in M. 
Korollar. Aus der Symmetrie yon L' folgt die Symmetrie yon B. 
Bemerkun 9 1. FiJr involutive Darstellungen i Hilbertschen R~iumen wurde ein 
entsprechender ,,Imprimitivit~itssatz" in [9] bewiesen, dort sogar f'fir allgemeine 
Untergruppen H. 
Beweis des Satzes. Der einfache B-Modul E hat eine bis auf )~quivalenz eindeutig 
bestimmte Norm, die ihn zu einem Banachschen B-Modul macht. Ferner gibt es eine 
stark stetige D arstellung rq : G~ Aut(E) (o.B.d.A. durch Isometrien) und eine stetige 
Darstellung rc 2 :A ~End(E) mit 
f~= ~l~l(x)~2(f(x))~dx t'fir feB,  ~eE. 
G 
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E wird auch zu einem Banachschen D- und L-Modul, indem man ~0(f~) = (q~,f)~ 
for ~e E, fe  B und q~e D bzw. (pc L setzt. Ffir q~e Lund ~ e E gilt im fibrigen auch q~ 
= ~ nl(h)n2(~o(h))~. Ffir die Wirkung yon U auf E (die analog definiert wird) 
H 
verwenden wit ebenso wie f'tir die yon A das Symbol n z. Weiter ist DE +- O, da D,B  
wegen UA = A dicht in B liegt. Es gilt sogar pE ~e O, denn aus pE = 0 wfirde D,p*DE = 0 
und dann mit Hilfssatz 1 DE = 0 folgen. Aus der Einfachheit von E ergibt sich 
unmittelbar, dab pE ein einfacher Modul tiber p*B*p ist. Daraus und aus Hilfssatz 2 
erh~ilt man, dab pE c= L~ = LpE ffir jedes von Null verschiedene ~ in pE gilt. LpE ist also 
ein zyklischer L-Modul und besitzt folglich einen einfachen Quotienten, d. h.,es gibt 
einen einfachen (Banachschen) L-Modul N undeine L-lineare Abbildung P :LpE ~ N 
mit P(pE)+O. Auf N lassen sich in kanonischer Weise eine A- und eine 
U-Modulstruktur einfiihren. Da die Wirkung yon U mit der von L vertauscht, 
operiert U nach dem Schurschen Lemma ([1], p. 121) auf N skalar. AufGrund der 
Voraussetzungen a  U gibt es folglich ein modulo H eindeutig bestimmtes t eG mit vq 
= (tZ) (v)q = Z!vt)q fiir v e U, r/e N. Ffir eine sp~itere Anwendung bemerken wir, dab die 
Nebenklasse t = tH im Tr~iger von fi (also auch im AbschluB von PC) liegt. Nehmen wir 
einmal an, dab dies nicht der Fall ist. Dann gibt es wegen der Regularit~it von U ein 
ve U mit fi(i) = 0 und b = 1 auf dem Tr~iger yon fi, insbesondere gilt vu = u. W~ihlen wir 
nun ein ~epE mit P~+0,  so erkennt man an der Darstellung 
=PC = ~ dXT~2(p(x) - 1)7~1(X)~ = ~ dx A(x)- 1/2/~20.lu*x-I)~l(X)~ , 
G V 
dab n2(v)~ = r Dann gilt aber 
0 =1 = e~ = e~2(v)~ = b(i)P~ = 0 
(da P linear fiber U ist), im Widerspruch zur Annahme. Wir w~ihlen nun einen 
Repr~isentanten tder  Nebenklasse t, welcher im Tr~iger yon fi liegt. Da wir einen 
Modul M angeben wollen, auf dem U mittels )~ wirkt, haben wir die konstruierten 
Gr6gen um t zu verschieben bzw. zu konjugieren. Dazu stellen wir fest, dab die 
Gruppe G durch Automorphismen auf L, D und B wirkt, indem man 
bzw. 
q)~(h)=q)(xhx-1) x ffir q~eL 
f:'(y) = A(x)- l f (xyx -  1)~, fiir feB  oder feD setzt. 
Ftir diese Wirkungen gilt 
fx~ = nl(x )- l fn l (x )~,  
wobei ~eE und f in L, D oder B. 
Wir setzen un q = pt. Der L-Modul LqE = LptE = Ln~(t)- lp nl(t)E = n1(0- X LP E 
kann mittels nl(t ) bijektiv auf LpE abgebildet werden. M sei der folgende infache 
L-Modul : Als Raum stimmt M mit N fiberein, doch die Algebra Loperiert durch 
q~# : = q~- '#, wobei auf der rechten Seite natfirlich die Modulstruktur von N gemeint 
ist. M ist dann auch als L'-Modul auffaBbar. Weiter sei 
R :LqE~M 
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definiert durch R~ = P(nl(t)~ ).Man rechnet ohne Miihe nach, dab R eine L-lineare 
Abbildung ist mit R(qE)4= 0. 
Wit verwenden nun die Satz 1 vorausgehenden Bezeichnungen. I sbesondere s i 
die Wirkung von L in M durch das Paar (O~, P2) gegeben. Natiirlich muB bei der 
gewiinschten Einbettung E~/v/ der Unterraum qE in O(q)~/ iibergehen. Wir 
berechnen daher zunachst den Projektor 0(q) und werden sehen, dab man O(q)/~ 
kanonisch mit M identifizieren kann. Nach Definition yon ~ gilt fiir ~ e )Q und z e G : 
(~(q)~) (z)= ~ dyx(q(zy)'-~)~(y- l) 
G 
= I dyA(y)- iz(q(zy- i)y)~(y). 
G 
Weiter gilt fiir a, beG: 
z(q(a) b) = A(t)- 1 Z(p(tat- ~)tb) 
= A(t)- 1 A(a)- a/2 ~ fi(tabh)~(tbh)dh 
ti 
= A(a)- 1/2 ~ F(abh)F(bh)dh, 
It 
wenn man F:G~Ir  durch 
F(x) = A(t)- 1/2 fi(tx) 
definiert. 
Damit ergibt sich 
(O(q)~) (z)= A(z)- i/z ~ dh ~ dy A(y)- I/2 F(zh)F(yh){(y). 
H G 
Unter Ausnutzung der Weilschen Formel und des Transformationsverhaltens 
von ~ erh~ilt man 
(Q(q)O (z)= A(z)-1/2 I dj~ S dh S dkA(y)- a/2F(zh)P(ykh)Q,(k)-a ~(y) 
G/H H H 
= A(z)- 1~ I d~ ~ dh S dkA(y)- ~/~F(zk- ~h)P(yh)e~(k)- ~(y) 
G/H H H 
= A(z)-i~ I d~ S dh ~ dkA(y)- ~/~ F(~k)P(yh)~(kh-~)~(y) 
G[H H H 
=A(z)- 1/2 I dYl dh ] dkA(y)- a/2F(zk)F(yh)~l(k)~(yh) 
G/H H H 
= A(z)-1/2 ~ dkF(zk)ol(k) ~ dyd(y)- 1/2 p(y)~(y) 
H G 
~--- Z~(Z)- 1/2 Ol(l~Iz) I dyA(y) -  i/2p(y)~(y), 
G 
wenn man 4)~ :H~tI7 (flit ze G) durch @,(h) = F(zh) erkl~irt. Insbesondere istalso jedes 
Element in ~(q)M vonder Form z ~ A(z)- 1/201(~)~ rnit passendem ~ eM. In der Tat 
ist durch S:MoM,  (SO(z)=A(z)-l/zOl(Oz)~, eine Isometrie yon mauf  ~(q)llT/ 
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definiert. Weiter hat S das folgende Transformationsverhalten fiir die jeweiligen 
L-Modul-Strukturen : 
(T) Ist qgeL mit q),q=q,qg,q, so gilt S(q~)=O(cp)S~ ffir alle ~eM. 
Vor tier Verifikation von (73 wollen wit zeigen, wie man nun eine (nicht-triviale) 
B-lineare Einbettung E--*M konstruieren kann. Wir definieren R' :qE--,iQ dutch 
R' r 1 = SRq 
und dann/~ :E~/durch  
[l(ftl)=~(f)R't I ftir f~B,  tleqE. 
Zuntichst einmal ist R' eine q*B,q- lineare Einbettung von qE in ~(q)M ; denn : Ist 
f s  q*B*q, so gibt es nach Hilfssatz 2 (und Anwenden der Konjugation mit t) ein ~0e L 
mit f=  q~*q, und q~ erfiillt die Voraussetzung von (73. Also gilt ffir ein tleqE: R'(ftl) 
= SR(~o*qq)= SR(q~tl)= S(q~Rr/), da R eine L-lineare Abbildung ist. Mit (T) ergibt 
sich R'(.]O) = O(q~)SR(rl) = O(~P)O(q)R'(t/), da Bild S c= O(q)~, also R'(J q) = O(f)R'(tl) , 
w.z.b.w. 
Um die Wohldefiniertheit von/~ zu beweisen, geniigt es (wegen der Einfachheit 
des q*B*q-Moduls qE) zu verifizieren, dab aus f r /=0 ( feB, rteqE ) folgt, dab auch 
O(f)R'~ = 0 oder O(f)~(q)R'rl =0. Dazu wiederum braucht man nur O(D)O(f)O(q)R'rl 
= 0 oder auch nur ~(O*q*D) ~(f) O(q)R'q = 0 zu zeigen, weil mit D*p*O auch (D,p,D) t
=D*q*D dicht in D liegt. Nun ist aber 
~(D*q*D)O(f)~(q)R'tl = O(O)~(q*O* f *q)R'r 1 = ~(D)R'(q*O* f *qq), 
da R' linear fiber q*B*q ist. 
Letzteres ist Null we~en f *qq = ftl = O. 
Der Rest ist nun klar. R ist B-linear, und wegen/~lqE = R' 4 = 0ist/~ nicht-trivial. Bis 
auf den Nachweis yon (T) ist der Beweis yon Satz 1 damit beendet. 
Zu (T): Aus der Voraussetzung ~0,q = q,~o,q folgt, dab 
Q(99(k)) = ~ dy ~ dhA(y)-' F(y)F(h- 'yk)Q(q~(h) - ,~k) 
G H 
ftir alle ke H ist; denn : 
Zun~ichst einmal stellen wir lest, dab aus der Definition von F, F(s)=A(t)-l/2fi(ts), 
und der Tatsache, dab t im Tr~iger von fi liegt, folgt, dab es in beliebiger N~ihe 
des Einselementes Punkte s mit F(s)+O gibt. Aul3erdem gilt F(sh)=O=F(hs) ffir 
alle hell, h4=e, und alte s aus einer festen, genfigend kleinen Einsumgebung. 
Zusammen bedeutet dies, dab es in der Menge 
X := {st G; F(s):#0, F(sh)=F(hs)=O fiir alle hEH, h~e} 
ein gegen e konvergentes Netz gibt. Da ~o*q und q*~o,q stetige Funktionen auf G sind, 
gilt die Gleichung q~,q = q*~o*q punktweise, speziell haben wir 
(~o*q)(k)~=(q*qg*q)(k) ~ ftir keH, seX 
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und dann auch 
(,) 
Nun ist 
also 
Q((tp,q) (k) s) = Q((q,fp,q) (k)S). 
(r (k) = ~ dxq(x- Xk)q~(x)X-'k 
H 
Q((q~*q(k) ~) = ~ dxQ(q(x- ' k)S tp(x) x 1ks) 
H 
= ~ dxz(q(x- 'k)S)Q(q~(x) ~- 1ks), 
H 
da Q(va) = Z(v) Q(a) ftir v~ U, a~ A. Drtickt man z(q(x- l k)S) durch F aus, so ergibt sich 
Q((q~*q) (k) s) = ~ dx ~ dhF(x-'ksh)P(sh)Q(q~(x) ~- 'ks). 
H H 
In der Doppelsumme liefern nur h = e und x = k einen yon Null verschiedenen 
Beitrag, also 
O((q~*q) (k) s) = IF(s)l 2 O(~o(k)~). 
Berechnen wir nun die rechte Seite von (*). Zun~ichst ist 
(q*q~*q) (k) = ~ dzq(kz) z- '(q~*q)(z- 1) 
G 
= ~ dz ~ dhq(kz) ~- 'q(h- tz-  l)r 
G H 
also 
Q((q,qg,q) (k) ~) = ~ dz ~ dh x(q(kz) z- Is) . z(q(h- ~z- ~)S)Q(q~(h)h-,z- s)
G H 
= ~ dz S dh ~ da ~ db F(ksa)F(z- ~sa). F(h-~z-~sb) F(sb)Q(q~(h) -'~- ~). 
G H H H 
Die Summation tiber a gibt nur f'tir a = s-  ~ k - ~s einen Betrag, diejenige fiber b nur 
ffir b=e. Ftihren wir ferner in der Integration tiber z die neue Ver~inderliche 
y:=z-~sk  -~ ein, so erhalten wir 
Q((q*tp,q) (k) s) = tF(s)] 2 ~ dy A(y) - ~ ~ dh 9 ff(yks- Xk- ts) F(h- ayk) Q(~p(h)h- 'yk) 
G H 
Aus (*) folgt jetzt 
Q(q~(k)S) = ~ dy ~ dhd(y)- ~ F(yks- ~k- ~s)F(h-~yk)Q(qg(h) h- 'yk) 
G H 
ftir alle k ~ H, s EX. Wir lassen n u n, bei festem k~ H, s 6 X ein gegen ek onvergentes Netz 
durchlaufen. Nattirlich k6nnen wir annehmen, dab die Elemente des Netzes mit dem 
gegebenen k vertauschen. Da s ~ Q(qg(k) s) stetig ist, erhalten wir 
Q(q~(k)) = f dy ~ dh A(y)- ' ff(y)F(h- Xyk)Q(~o(h)h-~,k), 
G H 
wie gewiinscht. 
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Die in (T) behauptete Gleichheit S(q~O = ~(q~)Sr ist wegen ~(q)Sr = S~ und ~o*q 
= q*q~*q ~iquivalent zu S(tpO= ~(q)~(tp)S~ oder zu 
wobei 
gesetzt ist. 
Nun ist 
und 
also 
(p~ = S- lO(q)r/, 
q=a(~o)s~ 
S-  t O(q)tl = ~ dy A (y) - 1/2 ~(y) tl(y ) 
6 
q(y) = ~ dhQ2(Q(q~(h) - 'Y))A(y)- 1/201(~ h_ ,y)~ 
H 
= A(y)- 1/2 ~ dh ~ dko2(Q(qJ(h) h- 'r))F(h- Xyk)Ql(k)~ 
1t tt 
= A(y)- 1/2 ~ dh ~ dkF(h- Xyk)Ql(k)~2(Q(~p(h)h-,rk))~, 
H tt 
S- l~5(q)r/= ~dk~ol(k ) -~o2( ! dy ~dhA(y) -1F(y)F(h-lyk)Q((p(h)h-~Yk))~ 
= S dkOl(k)o2(Q(q~(k))~=~~ w.z.b.w. 
n 
Bemerkung 2. Wie in der in [5] betrachteten spezielleren Situation besteht auch hier 
ein enger Zusammenhang zwischen der q,B,q-Modulstruktur  im Teil 0(q))~/yon 1~ 
und der L'-Modulstruktur yon M. Es existiert n~imlich ein ,-Morphismus 
T:q*B*q L ,  gegeben durch 
(Tf) (h) = ~ dx ~ dz A(x)- 1/2 A(z)-X ff(xz)F(zh) Q(f(x)~h), 
G G 
mit S- l(~(f)O = Q(Tf)S- 13, d.h., S- 1 ist linear tiber T 
Bemerkung 3. Im Beweis von Satz 1 haben wir nirgendwo von der Involution in A 
Gebrauch gemacht, wohl aber von der in U, indem wit z. B. Elemente in U mit einer 
positiven Gelfand-Transformierten v rwendet haben. In der Tat gilt der Satz auch for 
nicht-involutive Algebren A. Er wurde nur deshalb in der angegebenen Fassung 
formuliert, weil sich die potentiellen Anwendungen, z. B. auf Fragen der Symmetrie, 
auf involutive Algebren beziehen. 
Beweis des Korollars. Eine involutive Banachsche Algebra A wird symmetrisch 
genannt, wenn das Spektrum von a*a ftir alle aeA im Intervall [0, ~)  liegt. Seit 
l~ingerem ist bekannt (siehe etwa [3]), dab diese Eigenschaft einer involutiven 
Banachschen Algebra dazu ~iquivalent ist, dab es zujedem einfachen A-Linksmodul 
E einen Hilbertschen Raum 3r eine involutive Darstellung von A in Jog und eine 
A-lineare Einbettung von E in o~g ibt.- Sei also, in der Situation des Korollars, E ein 
einfacher B-(Links)Modul. AufGrund von Satz I gibt es einen einfachen L'-Modul M 
256 D. Poguntke 
und eine B-lineare Einbettung E~/ .  Da L' nach Voraussetzung symmetrisch ist, 
gibt es eine involutive Darstellung yon L' in einem Hilber tschen Raum ~ und eine L'- 
lineare Einbe_tt ung M ~ ~g. Diese Einbettung induzier t eine B-lineare Einbettung yon 
M in W = J~ff, wobei die Darstellung yon B in ogg nattirlich involutiv ist. Die 
Zusammensetzung aus E~M und M~W liefert die gewtinschte Einbettung. 
Fiir die ins Auge gefaBten Anwendungen ist der Fall eines cokompakten diskreten 
Normalteilers H besonders wichtig. Hier kann man einen Einbettungssatz beweisen 
(und danach Folgerungen ftir die Frage nach der Symmetrie gewisser Algebren 
ziehen), auch wenn keine U-Modulstruktur auf A gegeben ist. 
Satz 2. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und H ein diskreter cokompakter N ormalteiler 
in G. Welter sei A eine Banachsche G-Algebra, d.h., G operiere stark stetig durch 
isometrische Isomorphismen auf A. Dann gibt es zu jedem einfachen L I( G, A )-Modul E 
einen einfachen LI(H, A)-Modul M und eine LX(G, A)-lineare Einbettung yon E in den 
induzierten Modul M. 
Korollar 1. Setzt man zus&zlich voraus, daft jeder einfache LI(H,A)-Modul M 
,,induziert" ist yon A, d.h., daft es allemal einen einfachen A-Modul J und eine L I(H, A )- 
lineare Einbettung yon M in L Z(H, J ) -  mit der offensich tlichen L l ( H, A )-M odulstruktur 
- gib t, so istjeder einfache L 1 (G, A)-Modul in einen Modul der Form L 2( G, J) einbettbar. 
Korollar 2. Seien G, H und A wie im Satz. Zusiitzlich sei A involutiv und G operiere durch 
*-Isomorphismen auf A. Dann folgt aus der S ymmetrie yon L ~ (H, A) die S ymmetrie yon 
L~(G,A). 
Bemerkung 4. Die Aussage von Korollar 2 ist auch im Spezialfall G = IR und H = 7Z 
keineswegs trivial. Im Gegenteil, dieser Spezialfall iefert ein wesentliches Argument 
im Beweis des Hauptsatzes von [7], dab n~imlich ffir exponentielle Liesche Gruppen 
G das Bild von Lt(G) unter irreduziblen i volutiven Darstellungen i Hilbertschen 
R~iumen stets Operatoren vom Rang 1 enth~ilt. 
Bemerkung 5.Die Aussagen von Satz 2 bzw. Korollar 1 sind reine Einbettungss~itze. 
Es ist i.a. keineswegs so, dab der induzierte Modul, in den man einbetten kann, in 
irgendeinem Sinn irreduzibel w~ire oder denselben Annullator h~itte wie der 
Ausgangsrnodul; dazu bediirfte es weiterer Voraussetzungen. Zur Illustration 
betrachte man das folgende infache Beispiel :G kompakt, H trivial und A = ~. Dann 
bedeutet der Satz, dab man jeden einfachen G-Modul in LZ(G) einbetten kann, eine 
altbekannte und keineswegs v011ig triviale Tatsache. - Wohl abet ist folgendes richtig 
(und leicht zu beweisen): Ist der einfache LI(G, A)-Modul E einbettbar in L2(G, J) - 
mit einem einfachen A-Modul J -, so stimmen die Annullatoren in A yon E und 
L 2( G, J) i.iberein. 
Beweis yon Satz 2. Sei G: = G/H die Quotientengruppe. A sei der Raum aller stetigen 
Funktionen von (~in A. Mit der Supremumsnorm und den punktweisenOperationen 
wird A zu einer Banachschen Algebra. Die GruppeG operiere auf A durch fx(t) 
= f(Yct) ~ ; A wird so zu einer Banachschen G-Algebra. A enthalt A als G-Unteralgebra, 
indem man A mit den konstanten Funktionen identifiziert. Folglich enth~ilt 
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B: = LI(G, ft) die Algebra B : = LI(G, A) als Unteralgebra. Die B-Modulstruktur auf 
E ist gegeben durch eine A-Modulstruktur (a, r162 und eine G-Modulstruktur 
(x, ~)~xr mit x-  ~a~ = aXx - ~. Der Banachsche Raum/~ allerstetigen Funktionen 
von (~ in E wird zu einem A-Modul durch (fq)) (t) = f(t) rp(t), fe  A, q~e E, und zu einem 
G-Modul durch (xq)) (t) = xq~(2- it). Diese beiden Wirkungen sind vertr~iglich, d.h.,es 
gilt x-  ~f~0 =fXx- ~ q~, und definieren folglich eine/}-Modulstruktur a f/~. Weiter l~il3t 
sich Emit den konstanten Funktionen i /~ identifizieren, und diese Identifizierung ist
auch B-linear. Der Untermodul /}E yon /~ ist zyklisch und besitzt daher einen 
einfachen Quotienten E'. Es gibt also eine B-lineare Einbettung von Ein den einfachen 
/}-Modul E'. Um nun Satz 1 anwenden zu kSnnen, w~ihlen wir ffir U den Raum aller 
stetigen, komplexwertigen Funktionen auf G und setzen z(f)=f(k). A ist in 
offensichtlicher Weise ein U-Modul, und man sieht leicht, dab das Quadrupel 
(G,H,U,A) die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt. Die H-Algebra 
A':=A/(Kern;gA)- ist aber offenbar kanonisch isomorph zur H-Algebra A. Auf 
Grund von Satz 1 gibt es nun einen einfachen Ll(H,~')-Modul M (=einfacher 
L I(H, A)-Modul) und eine/}-lineare Einbettung von E' in den induzierten Modul hT/. 
Die Zusammensetzung E--*E'~M ergibt dann die gewiinschte Einbettung. 
Beweis yon Korollar l. Ebenso wie im Falle der,,unit~iren Induktion" gilt auch hier ein 
Theorem fiber "induction in stages". 
Beweis yon Korollar 2. Dieses Korollar folgt ebenso aus Satz 2, wie oben das Korollar 
aus Satz 1 folgte. 
Als weitere Anwendungen erh~ilt man Aussagen fiber die Symmetrie Leptin- 
scher Algebren mit Werten in C*-Algebren. 
Satz 3. Sei H ein diskreter cokompakter Normalteiler in der lokalkompakten Gruppe G. 
H liege in der Klasse der in [4] sogenannten "rigidly symmetric" Gruppen, d.h., das 
projektive Tensorprodukt aus LI(H) und einer beliebigen C*-Algebra sei symmetrisch 
(nilpotente Gruppen haben beispielsweise diese Eigenschaft). Dann ist LI(G,A) 
symmetrisch fiir jede G-  C*-Algebra A. 
Korollar, Fiir jede lokalkompakte, kompakt erzeugte abelsche Gruppe G und jede 
G-  C*-Atgebra A ist LI(G, A) symmetrisch. 
Das Korollar folgt sofort aus dem Satz, da auf Grund des Struktursatzes ffir 
lokalkompakte, kompakt erzeugte abelsche Gruppen in solchen Gruppen stets 
cokompakte diskrete Normalteiler existieren, die als abelsche Gruppen natiirlich 
"'rigidly symmetric" sind. 
Beweis des Satzes. Auf Grund von Korollar 2 zu Satz 2 genfigt es zu zeigen, dab 
La(H, A) symrnetrisch ist ftir jede H-C*-Algebra A. Nun kann man aber A als 
H-UnteralgebraeinerH- C*-Algebra Brealisieren, inwelcherdieH-Wirkungdurch 
einen Homomorphismus in die unitS_re Gruppe von B gegeben ist (z. B. adjungiere 
man an A ein Einselement, falls nicht schon vorhanden, und w~ihle fiir B das 
verschr~inkte C*-Produkt ["crossed product"] von H mit dieser Algebra). Es genfigt 
zu zeigen, dab L~(H, B) symmetrisch ist. Eine durch einen Homomorphismus in die 
unit~ire Gruppe gegebene Wirkung kann man aber ,,aufl6sen", d.h., L 1 (H, B) ist als 
involutive Algebra isomorph zu L I(H, B) mit trivialer Wirkung. U nd letztere Algebra 
ist isomorph zum projektiven Tensorprodukt aus LI(H) und B, welches nach 
Voraussetzung symmetrisch ist. 
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